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tellingen, dle dit verband beliichten, in twee ngﬁpem Veﬁkelen

kEtellingen, dis verband leggen tussen het anslytisch karakter van de funte

‘re en de nulpuntenverdeling der afgelelden fp bet gehele complexe viak.
s Stellingen,die verband leggen tussen het enalyt.sch warakter van de fomstie
i de nulpunten van de al'gelelden op &éun rechte, &ép bepaald interval,
‘an stellingen van het type A zsl ik enkele votrbeoiden geven., Joor eea vilj
ol?euig overzicht zie men G.POlya 1942, Wat daarnu op het gebled_A  is gedasn

iteat voornemelijk in voorbeseld AZ.

gt smderwerp B_ wil ik iects meey systamatiaeh behandelen. De probtnemsceAL ing
s daarbij meestal als volgts 0§ iets over de nulpunten Op (&,b) varshﬁ
1llelafgelaiden van een oneindig vsak differentieerbare functie £{x). rraspds
w welk gebied is £(x) analytisch, Precieser: in welk gebied bestaat er cen
ralyristhe functis F(@', die op (8,b) met f{x) oversenstem:.

LK ﬁp genisd B iiggen nog vele problemen. Voow sen deel zijn die problemsn
efug foeren Ot problemen over de grootte van e afgelelden wan gen funm-

ie z(x‘ op (a,v},wonneer we lets over de nulpunter. of de grnotie van anders
fgeisiden weten.

en uitgebreide literatuurliist besluit ditv oversicht.
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Een gehele functie van het axponertiéle type - is een fune-

bt es oo L

tie waarvaoy

(Vb.sin w2 ).

Takenaka (1932 b) bewses de rolgende stelling? 15 e.ke afgfleide van de
gehele fucerie £ (%) een nulpunt heeft in (5 2p) de eanhel scirkel torwl .
gz)tis van net het exponentidle type o, o ¢ %; % . dan is f(2) een con=-

stante. ——
Het 1s bekend,dst de grens Jug 2 niet "z0 goed mogelijk" is. Men noemt de
scherpe" grens voop = gamanlé;k W {(naar J.M.Wnittgker, 1935,p.4%)
it het voorbeeld sin %’a - volgt onmiddellijk.det W 'f"
Bekend 1s thanss

: 07199 < W< 0,229,
Literatuurs Boas Y940, Levinson 19%1, Boas 194k 8, Levinson 154k, Bogs
19%h b, Levinson Y945, Om hec procleem toc opl +sing le brengen, 11kt de
introductie van sndere methoden gevwenst.

A7 WRE: an hewils van BL0ALANE N30 dakepoki: Deze scelling volge ulc
de vo gendazetell:lng van Doas (1940)1 als £(2) van het exponentidle type .
is, “ CAog %, dan zi)n oneindig veel afgeleiden van f{*) "schlick"™ in
de eenheidscirkel. Oneindig veel afgeleiden hebben dus geen enkel nulpunt in
de eenheidscirkel.
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De funcvie £(x} heet analytisch op het {nterval I,als hij om elk punt vam i
.in ecrn machtreeks met positieve convergentiestraal kan worden ontwikkeld. =
Als £(x) snalytisch is og een gesluten fnterval 1. dan 18 het aanial nulpune
ten /4., van de n-<k afgeleide T o> (x0 op 1 elndig (£(x)30). Pélya (19h2}
noemt gonder bewijs de volgende schattingen voor N,
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d) r{x) geheel, van het exp.type o - .ﬁma?( /’4» oo .

ol Het 18 duidalijk.dat 1im inf N, = O als het iype o van onge functle
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In « 2 = & heaft f{x) rechrer-afgeleiden fé"}(a) van
elke rde n, De formule van Taylor geeft nu voor x Op

;/W; (a,bY: 2
D e per et fUES Rl
2T Fabe)= [ K‘%ﬁ’}f“z’w gl [ ey ;"‘ Yo e it

3 ® o
Daar £#**Mejza < F "’"{n*{xﬂw %7 b1j vasie t een toenemende funciis
van . Als dus a § ¢ < b dan ‘18

@ | 2% K )< (’E;‘;%L._ 4 ;{iwz.‘j“’.. M’j'{wa o ?,inw“

. <y
. - fm @! Kl

=ij redel en oneindig Wff'{ dif =
(x)

IA

<
= ehat L
Hieruiz »sm.g% dat &, /=) m}@&' 2l s f(}‘@gm{f (:gy 3
; 4 :
) L‘”ﬁ” "éﬁ (S i/’z = 4,2 w0 op lagb). £lx) 18 analytisch inix- diche,

Immers,voor M@,f.ﬂjiﬂ&) geldt op {wbﬁua) ﬁ "$’“j

20N
w&xﬁﬂf@iggf

&) gg&mﬁigggga, ~gggl* De eOqufgentiestxaai van de machtreaks voor T(x)in
heu puat ¢ van za,b4 18 minstens 2 van de afstand van ¢ tot het naasce
eindp unt van &a,b)* §(x) 18 dus zeker analytisch binnen het 19 de figuur asn=-

; gegeven gehl@d
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M We mogen gzonder beprrking sannemen,dat O C(x) g My (x) -0,
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Uit het bovenstaande lemma wolgt,dst |f'(x) < £ op (a4 &’,,5’ £
"als op (v /), geldt Ny =M, = A, . » igc T8 g

* 8%el nu,dat ig ons geval ¢) reeds kend imda‘ggfmn gealoten deelinterval ven
(ayb) dat we in I -1,:] getransformeerd denken,

t A, . T N
"3} Ef‘ ‘2«:’&) ; ‘3% %n(j“ f}?‘) A'%(. "4" oo "’% 4
(M = mex|f(x) p [~1,1] ).

g
]
3

y N F i
S , " i::__'; s ‘*", 5 . T
g!eem SRS Dan 1s op { ‘“ saps 7 © * P ! S
B gg‘{’%}m P, By . L
; J 62;’ i _“S;: ‘9; {' c f‘:_,j fm»‘;“ ; g v ‘yaff N
Ons lemma ge-ft,hierop toegepast, *
u @."3‘]} - . ‘M’“ M R %?y e ¥ »
3 f 2l s m {7-¢) (@ﬁn / ) Ay ;”fm ={1+7) (-} 7Y;

‘: is (1) voor n+i inplaats van n. () geidr dus algemesan; de ontwikkeling

A, ¥ 4 ﬁ )
om het punt X convergeert dus minsiens in sen cirkel met straal ;‘;*(/f"’” 95":)

§5. N < # fruwog, :;;z,w.«ﬁ}« Dan is £(x} analytisch in (a,b) (Schaeffer 1942, 19%3)

Schee'fer bewees,det de untwlkkeling om een punt x
van {&,b, minstens convas 'geert in een cirkel met
straal gelijk

#

ma2l de afstand van x tot hel nsaste eindpunt ven (a,b). Deze factor kan zeer
verbeterd wordens het "2o goed mogelijke" resultas: is ml} weer onbekend. .
Schaeffer bewees o0k nog interessante stellingen van dit type: als f{x)onel s
dig veak %rmrantieermar is op (=%, 00 ),en als het"Bantal tekenversnderin.
en van £ &) (x) in ern willekenzig intervael ter lengte o steeds L2 1is
# en A onafhankeliJk van k), en als tenslotte : ¢

! dog 100} = O (1) ‘ (=2 y
£(x) een gehsle functie “Jan het expofientidle type. Do schatting van
er voor het type ven £(x) is weer verre van "zo goed mogelijk".,
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Het bevijs verlcont verder als in § 4.c).
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§4. X, %ﬁﬁ’wi”‘ww* Al i ¢ TRy . A s dan 1= (x) analytisch in (a,b).

’Bernydwiw 1925, Bres 1941 a).
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De convergentiestralen,die mew dan bid oly punt van (&,b) vinds op de bekens
de menider, zijn wvoor xerb»zmring vatbear. oovenstiande lemms 8 vaarschidol{ix
o0k . ,
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5 (Zie Widder 154y, p,177).
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Een lesma 2%als het serste van §¢ levert voor de momotene ( IFE7 Yeste
afgeleide van §{x} in verband met dezs sehattiﬁg
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Uit (1) en (2‘ volgt.dat £{x) sen gehele functle iz var het exponentidle
type. Fet type is ten horgsts 1. :

Het resaltsat van Widder is dcor Boas en Pé&ya (1942} nog wat uitgebreid;

Als £(x* sen rij afgeleiden heeft van nlet te srsl toenemende orde.dis

b

geen tekenveraunderingen hebben, en als bij elk z0'n ni« de afgeleide sen

{6\'*‘ aig.{-} ~ de afgeleide behcort, ey niet te groot,die ook geen tsksnvel=
anaeringe heeft, tervijl

}’6‘@! XEW%%J S0,  (agxsd)
dam is £{x eﬂ@el

De "gzaei“ van die gehele fhactie £{x) wordt bererkt door de “groei™ ven ds
ug's en de q2's. De resuliaten van Boas en Polys ziin nog bijna nsvgens
"zo goed mogelijk™.
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